STORIA DELLA DEFINIZIONE E DEL CALCOLO
DELLAPOTENZA ELETTRICA IN UN CIRCUITO

Premessa

Risultato di un percorso concettuale solo in apparenza immediato, la nozione circuitale di
potenza elettrica cela in realta non poche “insidie concettuali”. Per tale motivo lo studio della sua
evoluzione storica non puo in alcun modo prescindere dalla conoscenza preliminare, anche solo
sommaria, dei fondamenti teorici sui quali tale nozione si basa.

Tenuto conto di tale necessita, nel seguito verranno preliminarmente richiamati, inquadran-
doli nella Dynamical Theory maxwelliana e nell’energetica dei bipoli, i fondamenti concettuali ed
analitici che reggono la relazione p(t)=v(t)-i(t). Di tale legame, in particolare, verra sottolineato co-
me esso possa ritenersi rigoroso senza eccezioni nel solo caso di regime sta-
zionario e come invece, in ogni altra condizione di regime variabile, esso
debba considerarsi approssimato e comungue accettabile, a seguito di una
rigorosa verifica preliminare, solo a posteriori.

Sia dunque una superficie gaussiana L=cUX* (fig.1). Su di essa o
sia esclusivamente sede di fenomeni conduttivi; nei suoi punti risultera per-
tanto misurabile (caratterizzato da una densitad volumetrica di carica p in
moto a velocita u) il solo campo di conduzione j=pu. X* sia invece esclusi-  Fig.1. Frontiere e
vamente interessata, in ragione di un regime ipotizzato di tipo variabile, da  campi per la super-
processi di polarizzazione; nei suoi punti risulteranno pertanto misurabili i ~ ficie gaussiana de-
soli campi di spostamento dielettri.co Je= 8d_/8t_ e magnetico_j w=oblot. ::gltt: nteeleftcocmoan;ﬁzz

Con riferimento ad un regime a priori qualunque, in accordo con la tjco.
relazione di Poynting, la potenza elettromagnetica pg(t) totalmente scambia-
ta dal componente delimitato dalla frontiera X e riconducibile alla presenza dei campi elettrico e e
magnetico h misurabili nei punti PeX secondo un legame integrale del tipo seguente [1]:

1) pz(t):ife(P,t)/\h(P,t)xwdS

Nelle comuni applicazioni la superficie gaussiana X* risulta immersa nel vuoto e delimita, in
forma reale o virtuale, il componente stesso. o rappresenta invece la riunione delle sezioni trasver-
sali ok proprie degli n conduttori convergenti in X.

In tali ipotesi, formalizzando la relazione (1) secondo il corollario di Slepian [2], risulta pos-
sibile disaggregare I’intera potenza elettromagnetica ps(t) scambiata attraverso la superficie gaus-
siana X nei due distinti contributi p,(t), associato alla conduzione nei conduttori, e pg,, associato in-
vece alla polarizzazione. Si ottiene in tal modo:
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v ed a, rispettivamente in ragione delle equazioni di
Faraday e di Gauss:
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essendo il potenziale scalare elettrico (legato alla  (a) Centro O in posizione (b) Il centro O & posto
posizione attuale delle cariche) ed il potenziale vet-  generica o su uno dei conduttori
tore magnetico (legato invece al loro atto di moto). Fig.2. Energetica di un n-polo in senso elettrico.



Tale disaggregazione nei due distinti contributi conduttivo, di tipo algebrico, e di polarizza-
zione, di tipo dinamico, mostra come I’impiego della formula classica della potenza elettrica diven-
ga legittimo nella sola condizione di regime stazionario, in corrispondenza della quale I’ addendo
dinamico risulta identicamente nullo. Risulta in tal caso:

(4) p, =P, = [V3,xn-ds = [VpUxn-ds

La potenza elettrica & dunque riguardabile come il flusso del vettore V-J, associato al moto
del “fluido incomprimibile carica libera”. Tale risultato, come mostra I’espressione dell’integrando,
pone in evidenza, in particolare,
come il senso della potenza,
concettualmente legittimo in
quanto legato a quello di un
flusso, coincida con quello del-
la corrente di conduzione al
morsetto a potenziale maggiore.
Il fenomeno risulta dunque
pienamente interpretabile in
termini meccanicistici. (a) Potenza elet- (b)formulazione classica della

Si ottiene in tal modo la  trica in un bipolo potenza in un bipolo.
ben nota formula stazionaria

del prodotto della differenza di
potenziale (impropriamente chiamata tensione) rispetto ad un punto O a priori arbitrario per la cor-
rente (sottintesa di conduzione) (fig.2-a):

<P

(c) Grafo associa-
to ad una rete
elettrica.

Fig.3. Energetica di un bipolo e di una rete di bipolo.

() P, =P,=[VJ,xn-ds :Zn:IVJGxn~dS :Zn:VkIJGxn-dS =in~|k=[Vk]t~[l]
c k k=1

k=1g, =1 oy

In particolare, collocando O direttamente su uno dei conduttori (fig.2-b) il problema si semplifica
drasticamente perché, cosi facendo, le variabili descrittive {[V],[I]} dell’n-polo si riducono ad esse-
re n-1. Per n=2 il componente diviene il bipolo classico per il quale, classicamente, si ha (fig.3-a,b):

(6) Py = Po :zvk I'Jc xn-dS :V10|1+V20|2 :Vzolz _Vlolz :(Vzo_vw)' l,=V-I
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Con riferimento ad una rete elettrica, associato ad essa il grafo (fig.2-c), si ha infine:
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cio che, dati I’assenza di contributi irradiati ed il conseguente “contenimento” dei fenomeni elet-
tromagnetici all’interno delle frontiere X, si accorda con il principio di conservazione dell’energia.
Nel caso di regime variabile la potenza elettrica si limita ad essere un’aliquota della piu generale
potenza elettromagnetica. Se, con Max Abraham [3], valgono le condizioni di regime quasi-
stazionario, la (5), ancorché approssimata, assume la forma istantanea seguente:

(8) p,()=p, ()= [W(t)-J.()xn-ds = [v(t)- plt)-u(t)xn-ds

c G

Istante per istante, a condizione che le frequenze f in gioco siano “basse” e che le dimensioni del
circuito risultino “contenute” rispetto alle lunghezze d’onda A=c/f conseguenti, le condizioni circui-



tali ed energetiche proprie del regime stazionario continuano a valere. L’atto di moto delle cariche
continua ad essere ininfluente e tutto avviene come se, istante per istante, a condizionare il fenome-
no fosse solo la loro posizione attuale vista come funzione del tempo.

All’indomani del campo elettromotore voltiano

La storia della nozione di potenza elettrica si snoda proprio su un
percorso concettuale - non precisamente immediato - di tale tipo. Precisate
tutte le necessarie premesse fondazionali del caso, é ora possibile narrarla.

Si e ormai concluso il Settecento, il secolo dei lumi, e Volta [5], da
poco, ha reso disponibile il suo campo elettromotore. Con il suo impiego
stanno gia per dischiudersi possibilita inattese. Da queste, in particolare, pur
inizialmente legata ad un fortunato quanto incerto empirismo, sortira la teo-
ria dei circuiti. In seguito, supportata da tutto il necessario rigore del caso,
tale approccio sara inglobato, in particolare grazie ai contributi di Heaviside
[6] e di Carson [7], nella piu generale Dynamical Theory maxwelliana. Per
ora, la teoria del campo elettromagnetico appare perd quanto mai lontana.
Forse, proprio in quegli anni, ¢ la “meccanica calda”, con la sua necessita di
bilanci termodinamici in grado di dominare le prime vaporiere, a fissare le
regole del gioco.

Ben presto, una pit matura analisi condotta sul suo funzionamento
interno avrebbe chiarito, in modo inequivocabile, il significato di quelle
“misteriose interazioni” tra fluidi diversi che avvengono nella pila. Estranee
ad una Natura illuminista nella quale i fluidi elettrici, magnetici, dielettrici,
termici, etc., vivono in mondi tra loro rigidamente separati, tali indagini
avrebbero inequivocabilmente certificato - come nel seguito sarebbe accadu- ~ Fig-4. La pila voltiana.
to anche con I’esperienza stessa di Oersted - un “conflitto tra fluidi distinti”
strettamente connesso ad una visione del tutto nuova e rivoluzionaria del mondo: quella maturata in
seno alla filosofia della natura tedesca.

Per ora, almeno nell’immediato, soprattutto sul piano applicativo, le conseguenze appaiono
comunque cruciali: grazie alla pila risulta infatti concretamente disponibile una sorgente di elettrici-
ta stazionaria capace di “creare”, in un modo permanente prima impensabile, correnti elettriche me-
diante le quali - e questo, tra gli altri, il caso di Oersted e di Ampére - compiere i piu svariati espe-
rimenti. In particolare, seppur connesso a semplici filamenti di cui, almeno per ora, neppure si per-
cepisce il possibile futuro ruolo in termini di resistenza ed induttanza, il generatore di tensione fa,
per la prima volta, la sua comparsa. Si assiste dunque, seppure in una forma ancora del tutto estra-
nea ad una piu ampia teoria dei campi ancora ben al di la da venire, alla nascita della teoria dei cir-
cuiti. E la strada da percorrere, almeno per ora, si preannuncia del tutto agevole: il regime € infatti
stazionario, per cui, a priori, come espressamente occorre in teoria delle reti, le tensioni sono diffe-
renze di potenziale e le correnti sono di conduzione. Data la semplicita estrema dei fenomeni in
gioco, non occorre neppure il ricorso ad un apparato matematico di un qualche impegno. All’interno
di un approccio che, in forma agnostica, si limita ad essere descrittivo, puo bastare infatti una sem-
plice lettura di tipo sperimentale. Per anni il circuitista, vicino all’immediatamente sensibile di Fou-
rier e prudentemente lontano da Laplace ed in seguito da Faraday, rifiutera ogni lettura esplicativa e,
negando qualsiasi ruolo allo spazio nel quale il circuito € immerso, si manterra prudentemente lon-
tano dalla teoria dei campi. Fino a quando le frequenze in gioco saranno in grado di consentirglielo,
il suo contributo sara soprattutto il risultato di un fortunato empirismo.

Con la pila fa innanzitutto la sua comparsa quel concetto di tensione che, negli anni succes-
sivi, ancora dopo Maxwell ed Heaviside, avrebbe seguito un percorso quanto mai tortuoso [8]. E ad
avvalersene per primo é proprio lo stesso Volta [9]. Il quale, a piu riprese, parla testualmente di ten-
sione, di grado di tensione, di tensione di elettricita. Intendendo con tale nozione, di cui gia propo-
ne precise configurazioni operative atte alla sua misura, «lo sforzo di spingersi fuori» compiuto




dall’elettricita. Nel seguito, un percorso concettuale anche piu tortuoso sarebbe stato quello, di tipo
lagrangiano, compiuto dalla nozione di forza elettromotrice. Ma la cosa non sara altrettanto imme-
diata: per giungere alla sua formulazione corretta sarebbe stato infatti necessario attendere i contri-
buti fondazionali di Heaviside [6] e quelli chiarificatori di Giorgi [10].

A partire dal 1820, sia gli esperimenti di Oersted che quelli successivi di Ampére mettono in
luce e definiscono il ruolo di una elettricita che, statica con Coulomb, diviene ora, proprio con Volta,
dinamica. Gia con i suoi studi del 1820 [11-12] Ampére attribuisce alla corrente il suo preciso carat-
tere di movimento continuo di fluidi opposti (uno positivo e 1’altro negativo), ne formalizza
I’espressione ed introduce infine uno strumento, il galvanometro, che ne consente la misura.

| contributi di Ohm e di Kirchhoff

Nel 1826 ¢ poi la volta di G.S. Ohm (fig.5-a).
Con i suoi studi [13-14], sui quali appare rilevante
I’influenza esercitata da Fourier e dalla sua Theory
Analitique de la Chaleur, egli pone in evidenza come,
in precisi termini tipologici di relazione ingresso-
uscita, in un conduttore la tensione e la corrente risul-
tino tra di loro proporzionali secondo una costante di
proporz_ionalita detta resistenza. Nel 1845 Kirchhoff @) G. 5. ’ghm (b) G.R. Kirchhoff
[15] (fig.5-b) porta alle estreme conseguenze, sotto Fig.5. All’indomani del campo elettromotore
I’aspetto topologico, tale legge e, rivelando in tal mo-  voltiano: le leggi tipologiche e topologiche del-
do un’abilita matematica eccezionale, la generalizza lateoria dei circuiti.

[15]. Mostrando preliminarmente come una formulazione rigorosa della legge di Ohm richieda
I’identificazione della tensione col potenziale elettrostatico, egli enuncia [16] la legge delle tensioni
e, di seguito, quella delle correnti.

Il risultato ottenuto non pud certo dirsi esplicati-
vo. Tuttavia, totalmente confermato dall’evidenza spe-
rimentale, non lascia dubbio alcuno in merito alla sua
correttezza. In anni successivi la Dynamical Theory
[17], inglobando la teoria dei circuiti, ne mostrera il ca-
rattere approssimato legittimato dall’ipotesi preliminare
di regime quasi-stazionario. Per ora, I’approccio ¢ co-
munque in grado di recare gli attesi contributi: in un
circuito elettrico topologia e tipologia sono infatti ormai

largamente dominabili. Non manca, in quegli stessi an- (a) J.P. Joule (bL ':I-r';]hF()-I;’ZO”

ni nei quali la Termodinamica si sta ormai affermando, Fig.6. Tra il 1841 ed il 1847, rispettivamente

che il bilancio energetico. con i contributi di Joule e di Helmholtz, la
e g . formula stazionaria VI=P della potenza vie-

I contributi di Joule e di von Helmholtz ne ad essere consolidata.

Nel 1841 J.P. Joule (fig.6-a), nel quadro dei suoi studi sulla natura del calore, presenta alla
Royal Society una sua indagine [18] nella quale rende nota I’omonima legge: un conduttore di resi-
stenza R, percorso da corrente I, produce calore in una quantita Q proporzionale al prodotto della
resistenza stessa per il quadrato della corrente che la percorre. E la prima formulazione, per via ca-
lorimetrica diretta, della piu generale legge stazionaria P=VI. Sara poi la volta di von Helmholtz
(fig.6-b) che, nel 1847, nell’enunciare il suo Principio di Conservazione della Forza [19], inquadre-
ra in una lettura piu ampia e del tutto generale il risultato di Joule.

Anche se limitatamente al caso stazionario, 1’energetica circuitale ¢ ormai definitivamente
consolidata.

Il passaggio al regime variabile



Nel frattempo, abbandonato il regime stazionario proprio del campo elettromotore voltiano,
la scienza passa, nel 1831 con Faraday, al piu generale ed impegnativo regime variabile. Almeno
all’apparenza, nessun inconveniente sembra per0 inizialmente frapporsi all’estensione spontanea
delle leggi gia enunciate in precedenza: risulta sufficiente infatti rappresentare le tensioni e le cor-
renti in gioco come funzioni del tempo e conteggiare, a livello circuitale, la presenza di “inerzia” e
di “elasticita” nel circuito. E la conferma si ha gia nel 1853 quando, in un primo studio dei cavi sot-
tomarini, lord Kelvin risolve il problema della “correnti transienti” forma-
lizzando un’equazione circuitale a due energie del tipo seguente [20]:

9) &

dtL2 zc J‘

nella quale, “provvisoriamente”, la futura induttanza compare come una
non meglio i(_jentificata capacita d_ir}amica. N _ Fig7. Per una rifor-

Sul piano formale le modifiche sembrano essere minime: rispetto  ulazione del bilancio
al bilancio elettro-termico stazionario di Joule, si tratta infatti solo di for-  energetico in regime
malizzare (fig.7) nel dominio del tempo il lavoro SL=p(t)-dt=v(t)-i(t)-dt e  variabile.

di aggiungere al calore emesso 6Q dal componente 1’addendo dW rappresentativo dell’energia ac-
cumulata all’interno della sua frontiera X.

Per la verita I’approccio adottato, pur formalmente non dissimile da quello attuale, risulta di
fatto ampiamente inadeguato sia nella definizione dei suoi fondamenti teorici che, in modo conse-
guente, dei corrispondenti limiti di impiego. Tuttavia, almeno nei primi anni successivi alla formu-
lazione della legge di Faraday, complice il modesto valore delle frequenze in gioco, tali problemati-
che risultano estranee all’urgenza delle applicazioni.

Ma in seguito, con il progressivo aumento delle frequenze in gioco [21-22], I’approccio cir-
cuitale mostra i suoi possibili limiti. In ragione dei fenomeni di induzione in atto, la tensione risulta
sempre piu distinta dalla differenza di potenziale e la corrente totale risente sempre piu della simul-
tanea presenza della corrente di spostamento. Vengono meno i principi di Kirchhoff e, con essi, sia
la formulazione univoca della potenza in termini di prodotto dei valori istantanei della tensione e
della corrente che la sua stessa, conseguente, conservazione.

La crisi finale che pone in discussione la legittimita a propri dell’approccio circuitale Si ma-
nifesta — forse non del tutto “occasionalmente” - in occasione dell’esperimento di Hertz sulle onde
elettromagnetiche [23]. Occorrera allora attendere gli studi di Carson, nel 1927, a cento anni dalla
legge di Ohm, perché il chiarimento sia definitivo. Ma nel frattempo, espressione di una lettura ap-
profondita e generalizzata, 1’energetica elettromagnetica € gia entrata nell’ambito della Dynamical
Theory.

L’apporto della Dynamical Theory: i contributi di Poynting e di Heaviside

I 19 Giugno del 1884 il fisico matematico C. Poynting (fig.8-a), elaborando I’integrale pri-
mo delle equazioni di Maxwell, pubblica il suo famoso teorema sui bilanci energetici relativi ai fe-
nomeni elettromagnetici [24]. L’energetica implicita nella Dynamical Theory risulta definitivamen-

te chiarita. A sintetizzarla & un vettore e Ah=s costruito a partire dai campi elettrico e magnetico di
cui, alla luce del teorema di von Helmholtz, risulta nota la sola divergenza, mentre € invece incogni-
to il rotore. Sotto I’aspetto circuitale si tratta di un fulmine a ciel sereno perché, proprio da quel
momento, si comprende come i conduttori non accumulino in alcun modo energia, ma si limitino
invece, per dir cosi, a guidarla, questa essendo interamente accumulata nello spazio circostante. Ri-
sulta inoltre finalmente possibile, all’interno di una lettura generale, porre in evidenza come la for-
mula P=VI di Joule e di von Helmholtz costituisca la semplice particolarizzazione dell’integrale di
superficie del vettore s relativa al caso stazionario.



Ne nascono ben presto, da
parte della rivista The Electrician
che ospita i lavori di Heaviside
(fig.8-b), alcune polemiche [23].
In effetti su tale rivista Heaviside
aveva gia autonomamente pub- | \
blicato il 21 - Giugno - 1884 un (a) Poynting (c) Mc Donald
suo analogo lavoro sui bilanci Fig.8. L’apporto della Dynamical Theory maxwelliana all ’energetica elet-
energetici relativi ai fenomeni  tromagnetica.
elettromagnetici. Poynting con-
segno il suo articolo il 17 — Dicembre - 1883 e questo venne letto di fronte alla Royal Society il 10 -
Gennaio - 1884. Poiché I’edizione data a stampa recava note aggiuntive di Poynting datate 19 —
Giugno -1884, ne nasce una questione di priorita.

Importa invece ricordare che, gia nel 1875, Adolfo Bartoli, per una via termodinamica piu
prossima all’immediatamente sensibile proprio della scuola pisana, aveva predetto addirittura la
pressione di radiazione di fatto implicita in Poynting [25]. Per questa ragione, almeno per alcuni
anni, si parlera infatti, ad esempio con il Persico, ma certo anche con lo stesso Whittaker, di Teore-
ma di Poynting-Bartoli.

Oggi, per la verita, quella querelle, almeno alla luce di una autentica Storia della Scienza, ri-
sulta di assai poco conto. | due inglesi pubblicarono autonomamente, e quasi simultaneamente, il
lavoro. E un fatto perd che quello di Poynting aveva una trattazione analitica molto involuta, mentre
quello di Heaviside, genialmente legato all’integrazione per parti delle equazioni di Maxwell, rap-
presenta la versione attuale. Nella sua formulazione finale, datata 2-11-1885 [23], il vettore di
Poynting, a cui Heaviside aveva nel frattempo aggiunto anche un piu generale sviluppo relativo al
caso di sistemi tempo-varianti, reca gia, secondo al lettura attuale, la presenza esplicita del termine
additivo solenoidale a priori arbitrario.

Negli anni successivi, il teorema di Poynting-Heaviside non va esente da critiche e riserve.
Si assiste infatti, soprattutto da parte di Mc Donald (fig.8-c), a tutto un florilegio di paradossi possi-
bili aventi lo scopo di invalidare il teorema e magari sostituirlo con altre formulazione [26].

Con il tempo, la questione finisce con I’attenuarsi. Riconosciute le riserve formali comunque
ascrivibili all’integrale primo della equazioni di Maxwell [27], a rigore non
si parlera piu di teorema, bensi, piu prudentemente, di relazione di
Poynting-Heaviside. Ma con il conforto di una precisa consapevolezza:
I’asserto, a tutt’oggi, non ¢ mai stato smentito dall’evidenza sperimentale.

Il postulato VJ degli ingegneri

In seguito, la presenza, con Heaviside, del termine solenoidale addi-
tivo arbitrario, consente, nel 1942, a J. Slepian (fig.9) [28] di introdurre
I’omonimo vettore [29-30]:

Fig.9. J. Slepian.

A
(10) s+v-h=s*

Risulta cosi possibile,a partire dalla relazione (1), formularne il corollario (2). La potenza elettro-
magnetica viene in tal modo disaggregata nelle sue componenti conduttive e di displacement. La ri-
caduta in senso circuitale € immediata: nel solo caso di regime quasi-stazionario la potenza elettrica
coincide, a meno di infinitesimi di ordine superiore, con quella elettromagnetica.

Con Slepian il bipolo in senso elettrico diviene una lettura approssimata dell’elemento bipo-
lare. Tra i requisiti richiesti per tale lettura, vi €, in ragione delle frequenze in gioco, la “vicinanza”
dei morsetti. Si parlera per questo, con immediata ricaduta in Toeria delel Reti, di near closed one-
port. L’uso incondizionato, fin a quel momento compiuto dagli ingegneri, del prodotto vi diviene un
“postulato”.


http://it.wikipedia.org/wiki/Immagine:John_Henry_Poynting.jpg
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